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Mở đầu

Khái niệm tập hợp là nền tảng để xây dựng các khái niệm khác như số, hình,

hàm số,. . . trong Toán học. Nghiên cứu lý thuyết tập hợp hiện đại do Cantor

và Dedekind khởi xướng vào thập niên 1870. Mục đích đầu tiên của luận văn

là nhắc lại một số kiến thức cơ bản về bản số của tập hợp. Từ đó giải thích

chi tiết các nguyên lý đếm, và các khái niệm cơ bản của tổ hợp. Nội dung

này được kết thúc bằng bài toán đếm số ánh xạ, đơn ánh, toàn ánh, song

ánh giữa các tập hữu hạn.

Mục đích tiếp theo của luận văn là tìm hiểu lý thuyết cực trị tập hợp.

Những bài toán trong lý thuyết cực trị tập hợp thường có dạng: cho một tập

(hay một họ các tập) F thỏa mãn một số điều kiện cho trước, tìm max hoặc

min của lực lượng của F . Khi nào dấu đẳng thức xảy ra ? Luận văn quan

tâm đến một số bài toán. Cho F là một họ các tập con của một tập có n

phần tử X. Để đơn giản ta thường xét X là tập [n] = {1, 2, 3, ..., n}.

Bài toán 1. Giả sử bất kỳ hai phần tử nào của F cũng có giao khác rỗng.

Hỏi giá trị lớn nhất có thể của |F|?

Bài toán 2. Giả sử A * B với mọi phần tử A,B của F . Hỏi giá trị lớn nhất

có thể của |F|?

Các bài toán có thêm các điều kiện của F và các bài toán về cực trị tập

hợp liên quan ở phổ thông cũng được tìm hiểu trong luận văn.

Ngoài các phần Mở đầu, Kết luận, Tài liệu tham khảo, nội dung của luận

văn được trình bày trong hai chương.
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• Chương 1. Tập hợp, ánh xạ và tổ hợp. Trong chương này chúng tôi sẽ

trình bày về lực lượng của tập hợp, các quy tắc đếm, các quy tắc tổ

hợp và giải quyết bài toán đếm ánh xạ giữa các tập hữu hạn. Nguyên

lý Dirichlet và một số mở rộng cũng được trình bày trong chương này.

• Chương 2. Cực trị tập hợp. Chương này trình bày các Định lý Erdös

- Ko - Rado, Định lý Sperner, Bất đẳng thức Lubell - Yamamoto -

Meshalkin. Cuối cùng luận văn trình bày một số dạng toán cực trị tập

hợp ở phổ thông.

Thái Nguyên, ngày 05 tháng 5 năm 2018

Tác giả

Chu Thị Hải Yến
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Chương 1

Tập hợp, ánh xạ và tổ hợp

1.1 Tập hợp, ánh xạ

Tập hợp là một khái niệm nguyên thuỷ (cơ bản) của toán học, không định

nghĩa. Ta hiểu tập hợp là những vật, những đối tượng của toán học,. . . , được

gom lại do một tính chất chung nào đó. Chẳng hạn, người ta nói "Tập hợp

các sinh viên trong một lớp", "tập hợp các lớp học trong một trường học",

"tập hợp N các số tự nhiên", "tập hợp Z các số nguyên", "tập hợp Q các số

hữu tỉ", "tập hợp R các số thực",. . .

Các tập hợp thường được ký hiệu bởi các chữ in hoa: X, Y, Z, . . .. Các vật

trong tập hợp gọi là các phần tử của tập hợp ấy và thường được ký hiệu bởi

các chữ in thường: x, y, z, . . . , a, b, c, . . .. Tập hợp, phép toán trên tập hợp và

một số tính chất là những kiến thức quen thuộc nên ta không nhắc lại ở đây.

Để hiểu đầy đủ hơn về lý thuyết tổ hợp, ta nhắc lại khái niệm ánh xạ,

đây cũng là kiến thức chuẩn bị cho chương sau.

Định nghĩa 1.1.1. (i) Một ánh xạ f từ tập X đến tập Y là một quy tắc

cho tương ứng mỗi phần tử x ∈ X với một phần tử duy nhất y ∈ Y. Khi đó

ta viết f(x) = y, ta gọi y gọi là ảnh của phần tử x bởi ánh xạ f ; và ta gọi

x là một tạo ảnh của phần tử y. Tập X được gọi là tập nguồn, tập Y gọi là

tập đích của ánh xạ f . Để diễn tả ánh xạ f như trên người ta kí hiệu:

X
f−→ Y, x 7→ f(x) = y, hoặc

f : X → Y, x 7→ f(x) = y, hoặc
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f : X → Y

x 7−→ f(x) = y.

(ii) Ta quy ước rằng có một ánh xạ rỗng từ tập ∅ đến tập Y bất kì.

(iii) Cho ánh xạ f : X → Y, x 7→ f(x). Ta gọi tập hợp con G(f) của X × Y

xác định bởi

G(f) = {(x, f(x)) | x ∈ X}

là đồ thị của ánh xạ f .

(iv) Hai ánh xạ được gọi là bằng nhau nếu chúng có chung nguồn, chung đích

và chung đồ thị. Nói cách khác, cho f : X → Y và g : X ′ → Y ′ là hai ánh

xạ, khi đó f = g nếu X = X ′, Y = Y ′ và f(x) = g(x) với mọi x ∈ X.

Định nghĩa 1.1.2. Cho f : X −→ Y, x 7→ y = f(x) là một ánh xạ.

(i) f được gọi là đơn ánh nếu f(x) = f(x′) kéo theo x = x′ với mọi x, x′ ∈ X.

(ii) f được gọi là toàn ánh nếu với mọi y ∈ Y kéo theo tồn tại x ∈ X để

f(x) = y.

(iii) f được gọi là song ánh nếu nó vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh.

Chú ý 1.1.3. Cho X, Y là những tập hợp, ta nói X ∼ Y khi và chỉ khi có

một song ánh từ X đến Y . Khi đó

(i) X ∼ X với mọi tập X;

(ii) Nếu X ∼ Y thì Y ∼ X với mọi tập X, Y ;

(iii) Nếu X ∼ Y , Y ∼ Z thì X ∼ Z với mọi tập X, Y, Z;

(iv) Nếu X ∼ X1 và Y ∼ Y1 thì X × Y ∼ X1 × Y1;

(v) Nếu X ∼ X1 và Y ∼ Y1 và X ∩Y = X1∩Y1 = ∅ thì X ∪Y ∼ X1∪Y1.

Định lý sau do Cantor nêu lên khi nghiên cứu lý thuyết tập hợp, nhưng

Cantor không chứng minh được. Phần thứ hai của định lý được Bernstein
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chứng minh năm 1897 nên được gọi là Định lý Cantor-Bernstein. Phần thứ

nhất của định lý được Zermelo chứng minh năm 1904 sau khi đưa tiên đề

chọn vào lý thuyết tập hợp.

Định lý 1.1.4 (Định lý Cantor-Bernstein). Cho X, Y là những tập hợp, thế

thì phải xảy ra ít nhất một trong hai trường hợp sau đây:

(i) X tương đương với một bộ phận của Y ;

(ii) Y tương đương với một bộ phận của X.

Nếu có (i) và (ii) thì X và Y tương đương với nhau.

Định nghĩa 1.1.5. Khi các tập hợp X và Y tương đương với nhau, thì ta

nói rằng chúng có cùng một lực lượng hay cùng một bản số. Bản số của X

ký hiệu |X| hoặc Card(X).

Định nghĩa 1.1.6. Một tập hợp không tương đương với bất kỳ một bộ phận

thực sự nào của nó được gọi là một tập hợp hữu hạn.

Một tập hợp không phải là hữu hạn được gọi là tập vô hạn.

Bản số của một tập hợp hữu hạn được gọi là một số tự nhiên. Tập các số

tự nhiên được ký hiệu là N.

Chú ý, hợp, tích đề các của hai tập hữu hạn là một tập hữu hạn. Từ đó

ta định nghĩa được phép cộng và nhân trên N. Cho a, b là các số tự nhiên, gọi

X, Y là các tập hợp mà a = |X|, b = |Y | và X∩Y = ∅. Khi đó a+b = |X∪Y |,

ab = |X×Y |. Cũng từ đây ta có kết quả sau là điểm khởi đầu của các nguyên

lý đếm trong tổ hợp. Cho X, Y là các tập hợp hữu hạn, X ∩ Y = ∅. Khi đó

|X ∪ Y | = |X|+ |Y |.

1.2 Tổ hợp

Người ta thương phân biệt nhiều mức độ trong việc giải các bài toán tổ hợp.

Mức độ đầu tiên là tìm ít nhất một cách bố trí các đối tượng có tính chất
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đã cho (chẳng hạn bố trí mười điểm nằm trên đoạn thẳng sao cho trên đoạn

nào cũng có bốn điểm, như trên hình vẽ).

Nếu bài toán tổ hợp có nhiều lời giải thì vẫn đề đặt ra là đếm số lời giải,

và mô tả tất cả các lời giải của các bài toán đã cho.

Cuối cùng, nếu các lời giải khác nhau được phân biệt với nhau bởi những

tham số nào đó, thì vấn đề đặt ra là tìm lời giải tối ưu của bài toán đã cho.

Ở đây chúng ta sẽ chỉ giới hạn vào việc đếm số lời giải cuả bài toán tổ hợp.

Để làm việc này, người ta thường áp dụng những công thức thiết lập cho

từng loại bài toán. Tất cả các công thức ấy, xét cho cùng, đều dựa trên hai

quy tắc đơn giản là quy tắc cộng và quy tắc nhân.

Định nghĩa 1.2.1 (Quy tắc cộng). Nếu một công việc nào đó có thể thực

hiện theo n phương án khác nhau, trong đó: phương án 1 có m1 cách thực

hiện, phương án 2 có m2 cách thực hiện, ..., phương án thứ n có mn cách

thực hiện. Khi đó, có: m1 +m2 + ... +mn cách để hoàn thành công việc đã

cho.

Ta phát biểu quy tắc cộng theo ngôn ngữ tập hợp: Gọi A1 là tập hợp các

đối tượng x1, A2 là tập hợp các đối tượng x2, ..., An là tập hợp các đối tượng

xn. Mỗi cách chọn đối tượng xi ứng với một phần tử của Ai và đảo lại. Điều

kiện "cách chọn đối tượng xi không trùng với bất kỳ đối tượng xj, (j 6= i)"

được diễn tả theo ngôn ngữ tập hợp bằng điều kiện: Ai ∩ Aj = ∅, (i 6= j);


